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ReÂduction des groupes algeÂbriques commutatifs
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Abstract. We study a problem of constructing an algebraic torus (an abelian

variety) over a p-adic ®eld whose NeÂron model would have a given connected com-

mutative unipotent group as the identity component of its special ®bre.

ReÂsumeÂ.

Nous eÂtudions le probleÁme de la construction sur un corps p-adique d'un

tore algeÂbrique (resp. d'une varieÂteÂ abeÂlienne) dont le modeÁle de NeÂron ait

comme composante neutre de sa ®bre speÂciale un groupe unipotent commutatif

connexe donneÂ sur le corps reÂsiduel.

0. Introduction.

En eÂtudiant le probleÁme de reÂduction d'un groupe algeÂbrique, il faut eÂvi-

demment preÂciser le modeÁle entier, c'est-aÁ-dire le scheÂma dont les ®bres speÂciales

peuvent eÃtre regardeÂes comme reÂductions. Un modeÁle entier d'un groupe al-

geÂbrique E deÂ®ni sur K, corps des fractions d'un domaine inteÁgre O, est deÂ®ni

comme un O-scheÂma en groupes E tel qu'il existe un isomorphisme de K-groupes

E� OKFE.

On peut se poser un probleÁme de description, pour E donneÂ, de tous ses

modeÁles entiers. Dans telle geÂneÂraliteÂ, le probleÁme semble deÂsespeÂreÂ; neÂanmoins,

voir [37] ouÁ l'on traite le cas de dimension 1.

Dans cet article, nous nous inteÂressons au cas des tores algeÂbriques, c'est-

aÁ-dire de K-groupes lineÂaires algeÂbriques T tels que pour une extension L=K il

existe un isomorphisme de L-groupes T � KLFG
d
m;L. Parmi les extensions L

avec cette proprieÂteÂ, il y a l'extension minimale, c'est une extension galoisienne

®nie [34, 3.36]; on l'appelle le corps de deÂploiement de T.

Pour construire des modeÁles entiers des tores, il y a plusieurs approches.

Le choix d'un modeÁle convenable deÂpend de son utilisation ulteÂrieure dans la
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solution des probleÁmes arithmeÂtiques concrets. Nart et Xarles [17], [38] utilisent

une modi®cation de l'approche de NeÂron accomodeÂe par Raynaud aÁ la con-

struction des modeÁles entiers des groupes algeÂbriques non neÂcessairement propres;

nous les appelons modeÁles de NeÂron±Raynaud. On les applique aÁ l'eÂtude du

scheÂma des composantes connexes des varieÂteÂs abeÂliennes et semi-abeÂliennes [4],

[12] ainsi que dans la theÂorie des groupes formels [5]. Une autre approche

deÂveloppeÂe dans une seÂrie d'articles de Sekiguchi et Suwa [23]±[26] est fondeÂe sur

l'utilisation des modeÂles speÂci®ques ayant le tore deÂployeÂ G
d
m comme ®bre

geÂneÂrique et le groupe des vecteurs de Witt Wd comme ®bre speÂciale. Regardant

la situation comme deÂformation des groupes de Witt aux tores, on trouve des

applications naturelles dans la construction de la theÂorie uni®eÂe de Kummer±

Artin±Schreier±Witt. Un autre type des modeÁles entiers, accomodeÂs pour la

geÂneÂralisation aux modeÁles entiers des varieÂteÂs toriques et l'eÂtude de la distri-

bution de leurs points entiers, a eÂteÂ introduit dans [13]±[16]. En®n, on doit

mentionner l'approche de VoskresenskiõÆ [35], [36] envisageant le calcul des

nombres de classes et l'application des formules de type Siegel±Tamagawa. En

e¨et, l'approche de Moroz et celle de VoskresenskiõÆ sont essentiellement

eÂquivalentes; on peut regarder leurs modeÁles comme modeÁles de NeÂron±Raynaud

``abreÂgeÂs''; voir [9] pour les deÂtails. A la di¨eÂrence des modeÁles de NeÂron±

Raynaud, ces modeÁles abreÂgeÂs ne sont pas toujours lisses, mais ils sont toujours

de type ®ni sur O et posseÁdent certaines proprieÂteÂs de minimaliteÂ. Nous les

appelons modeÁles standards.

Dans cet article, nous nous inteÂressons au probleÁme de reÂduction des modeÁles

entiers des tores algeÂbriques deÂ®nis sur un corps p-adique K.

Au paragraphe 1, nous rappelons la deÂ®nition des modeÁles de NeÂron±

Raynaud TNR et celle des modeÁles standards TV . Nous deÂ®nissons la reÂduction

d'un tore en termes de ce modeÁle standard. Au cas de ``lisse reÂduction'' cor-

respondant aux tores deÂployeÂs par une extension modeÂreÂment rami®eÂe nous

eÂtablissons un lien entre ces deux modeÁles.

Proposition A (Proposition 1.4.). Si T est un K-tore deÂployeÂ par une

extension modeÂreÂment rami®eÂe L=K, la composante neutre T
�

V de son modeÁle

standard TV est O-isomorphe aÁ la composante neutre T
�

NR du modeÁle de NeÂron±

Raynaud TNR.

Au paragraphe 2, nous calculons la reÂduction pour les tores deÂployeÂs par une

extension modeÂreÂment rami®eÂe (Corollaire 2.2). On rameÁne le cas geÂneÂral aÁ

celui des tores normiques ouÁ l'on a des formules explicites.

TheÂoreÁme B (TheÂoreÁme 2.1.). Soit F=K une extension totalement rami®eÂe

de degreÂ m � d � 1 premier aÁ p. Soit T � R1
F=KGm le tore normique, et soit ~T sa
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reÂduction. Alors sa composante neutre ~T� est isomorphe au produit
Y

1UiUd
�i;p��1

Wri ;k;

ouÁ ri � minfr : pr
Vm=ig, et ouÁ Wn est le groupe des vecteurs de Witt de

longueur n.

CË a nous permet de reÂpondre aÁ une question poseÂe dans [17]: deÂterminer tous

les groupes unipotents qui peuvent apparaõÃtre dans la reÂduction ~T� d'un K-tore T.

TheÂoreÁme C (TheÂoreÁme 2.2.). Soit T un K-tore de dimension d dont le corps

de deÂploiement L soit modeÂreÂment rami®eÂ sur K. La partie unipotente de ~T� est

alors k-isomorphe aÁ un produit de groupes de Witt Wni ;k qu'on peut deÂterminer

explicitement.

Au paragraphe 3, nous eÂtudions ``un probleÁme inverse'' pour la reÂduction.

Plus preÂciseÂment, on peut se poser une question suivante.

Question 0.1. EÂ tant donneÂs un corps p-adique K de corps reÂsiduel k, et un k-

groupe commutatif B, existe-t-il un K-groupe commutatif E qui admette un modeÁle

de NeÂron E de ®bre speÂciale E� Ok isomorphe aÁ B ?

On peut speÂcialiser cette question.

Question 0.2. EÂ tant donneÂs un corps p-adique K de corps reÂsiduel k, et un k-

groupe commutatif B, existe-t-il une K-varieÂteÂ abeÂlienne A dont le modeÁle de NeÂron

A ait la ®bre speÂciale A� Ok isomorphe aÁ B ?

La reÂponse aÁ cette question est positive lorsque B est un k-tore. En e¨et,

il faut prendre le produit direct de dimk B exemplaires de la courbe de Tate et

le tordre par l'action de Gal�L=K�, le groupe de Galois d'une extension non

rami®eÂe, qui correspond au module des caracteÁres de B (voir corollaire 5.10).

Nous ne consideÂrons pas ici l'autre cas positif ouÁ B est une k-varieÂteÂ abeÂlienne

(voir [19]). Dans le cas ouÁ B est un k-groupe unipotent, la question semble d'eÃtre

ouverte. En particulier, existe-t-il une K-surface abeÂlienne S dont le modeÁle de

NeÂron S ait la ®bre speÂciale S� Ok isomorphe au groupe des vecteurs de Witt

W2;k? On verra que l'on peut obtenir une reÂponse partielle via uniformisation

rigide, voir §5.

On peut se poser une question pareille pour les tores.

Question 0.3. EÂ tant donneÂs un corps p-adique K de corps reÂsiduel k, et un k-

groupe commutatif a½ne B, existe-t-il un K-tore T de modeÁle minimal T tel que la

®bre speÂciale T� Ok soit isomorphe aÁ B ?
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Ici comme ``modeÁle minimal'' on pense, soit celui de NeÂron±Raynaud, soit le

modeÁle standard; la reÂponse ne deÂpend pas du choix du modeÁle, sauf le cas de

rami®cation sauvage, cf. Proposition A.

Dans telle geÂneÂraliteÂ, les reÂponses aux questions 0.2 et 0.3 sont neÂgatives.

Nous preÂsentons des obstructions qui empeÃchent de construire une varieÂteÂ

abeÂlienne (resp. un tore) ayant la reÂduction donneÂe.

TheÂoreÁme D (Propositions 3.8 et 5.12.). Pour chaque d il existe un entier

n0 � n0�d� tel que, si k est un corps de caracteÂristique > n0, alors, parmi les k-

groupes unipotents de dimension d, seuls peuvent apparaõÃtre comme reÂduction du

modeÁle minimal d'un K-tore algeÂbrique (resp. d'une K-varieÂteÂ abeÂlienne) de di-

mension d ceux dont la composante neutre est isomorphe aÁ G d
a .

Donc il semble naturel de se poser une question suivante.

Question 0.4. EÂ tant donneÂ un corps p-adique K de corps reÂsiduel k, quels

k-groupes commutatifs a½nes B peuvent apparaõÃtre comme reÂduction du modeÁle

minimal d'un K-tore algeÂbrique (resp. d'une K-varieÂteÂ abeÂlienne) de dimension d ?

Pour les tores, une version un peu plus ra½neÂe de cette question est eÂtudieÂe

au paragraphe 4 pour dU 3. La reÂponse est donneÂe par les theÂoreÁmes 4.2, 4.4 et

4.11.

Au paragraphe 5, on traite le cas des varieÂteÂs abeÂliennes aÁ l'aide d'uni-

formisation rigide.

CË a donne une reÂponse partielle aÁ la question 0.2.

Corollaire E (Corollaire 5.11.). Si k est un corps ®ni de caracteÂristique

pU 5, alors il existe un corps p-adique K aÁ corps reÂsiduel k et une K-surface

abeÂlienne S dont le modeÁle de NeÂron ait la reÂduction de type W2.

Notons qu'il est important de distinguer des tores T et des varieÂteÂs abeÂliennes

A ayant reÂduction purement additive parmi ceux ayant reÂduction unipotente; voir,

par exemple, [5] ouÁ l'on utilise cËa dans le calcul des groupes formels associeÂs aÁ T

et aÁ A.

Certains de ces reÂsultats ont eÂteÂ annonceÂ dans la note [10].

Notations

K � un corps p-adique � une extension ®nie de Qp

O � l'anneau des entiers de K

} � l'ideÂal maximal dans O

k � O=} � le corps reÂsiduel de K

Gm � le groupe multiplicatif

Ga � le groupe additif

Wn � le groupe des vecteurs de Witt de longueur n
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U � un k-groupe commutatif unipotent connexe

T � un K-tore de dimension d

L � le corps de deÂploiement de T

P � Gal�L=K� � le groupe de Galois

T̂ � Hom�T �K L;Gm;L� � le P-module des caracteÁres de T

j : P ! GL�d;Z� � la repreÂsentation de P correspondant au module T̂

G � j�P� � un sous-groupe ®ni dans GL�d;Z�

T � un O-scheÂma en groupes tel que T� OKFT � un modeÁle entier de T

T
� � la composante neutre de T

~T � T� Ok � la ®bre speÂciale de T � la reÂduction de T
~T� � la composante neutre de ~T

A � une K-varieÂteÂ abeÂlienne de dimension d

A � le modeÁle de NeÂron de A

A
� � la composante neutre de A

~A � A� Ok � la ®bre speÂciale de A � la reÂduction de A
~A� � la composante neutre de ~A

1. ModeÁles entiers des tores algeÂbriques.

Nous rappelons la deÂ®nition du modeÁle de NeÂron±Raynaud.

DeÂfinition 1.1 [3, 10.1.1]. Un O-scheÂma en groupes T � TNR, lisse et

seÂpareÂ, est dit modeÁle de NeÂron±Raynaud d'un K-tore algeÂbrique T si la ®bre

geÂneÂrique TK est K-isomorphe aÁ T et si T posseÂde la proprieÂteÂ de NeÂron: pour

tout O-scheÂma lisse T
0 et tout K-morphisme des ®bres geÂneÂriques uK : T

0
K ! TK ,

il existe un O-morphisme unique u : T
0 ! T qui prolonge uK .

Le modeÁle de NeÂron±Raynaud est unique, et c'est un O-scheÂma localement

de type ®ni. Pour construire le modeÁle TNR, on proceÁde comme suit. On

construit d'abord le modeÁle Gm du groupe multiplicatif Gm;K en recollant Gm;O

avec les exemplaires pn
Gm;O, ouÁ p est une uniformisante et ouÁ n parcourt Z.

Pour un tore T quelconque, soit L=K une extension ®nie telle que T � KLF

G
d
m;L. On plonge alors T dans un tore quasi-trivial S � RL=KTL � RL=KG

d
m;L, ouÁ

RL=K deÂsigne le foncteur de Weil de restriction des scalaires. Soit G 0
m le modeÁle

de G
d
m;L, et soit T

0 l'adheÂrence scheÂmatique de T dans la restriction de Weil

ROL=OK
G

0
m. On obtient le modeÁle T aÁ partir de T

0 par le processus de ``lis-

si®cation en groupes'' (``group smoothening'', voir [3, Cor. 7.1.6 et Prop. 10.1.4]).

Voici une simpli®cation de cette approche.

DeÂfinition 1.2. Avec les notations ci-dessus, soit TV l'adheÂrence scheÂ-

matique de T dans ROL=OK
Gd

m;OL
. On appelle TV le modeÁle standard de T.
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Le scheÂma TV est reÂduit, ®deÁlement plat et de type ®ni, mais il n'est pas

toujours lisse.

Remarque. Le modeÁle standard peut eÃtre deÂ®ni en termes d'algeÁbres de

Hopf comme en [35, Ch. 10], [36], ou bien par des eÂquations explicites comme en

[13]±[16]; voir [9] pour l'eÂquivalence de ces deÂ®nitions.

Nous introduisons la teÂrminologie neÂcessaire concernant la reÂduction des

tores.

DeÂfinition 1.3. Soit TV le modeÁle standard d'un K-tore T. La ®bre

speÂciale ~T � TV � Ok est appeleÂe la reÂduction de T. Le tore T est dit de bonne

reÂduction si T est un k-tore, de lisse reÂduction si T est un k-groupe algeÂbrique, et

de reÂduction deÂgeÂneÂreÂe si ~T est un k-scheÂma non reÂduit.

Dans de cas de lisse reÂduction, nous avons le lien suivant entre le modeÁle

standard et celui de NeÂron±Raynaud.

Proposition 1.4. Si un K-tore T est deÂployeÂ par une extension modeÂreÂment

rami®eÂe L=K, on a un isomorphisme de O-scheÂmas T
�
NR FT

�
V .

DeÂmonstration. Nous rappelons que si G est un O-scheÂma en groupes, on

deÂ®nit sa composante neutre comme le sous-scheÂma ouvert G
� de G obtenu par

l'union de toutes les composantes neutres des ®bres G} au delaÁ de } A O (voir [3,

p. 154]). Pour les modeÁles de NeÂron±Raynaud des tores deÂployeÂs, on a �Gd
m�

�
F

G
d
m;O � SpecO�x1; . . . ; xd ; x

ÿ1
1 ; . . . xÿ1

d �. Si R est le modeÁle de NeÂron±Raynaud

d'un tore quasi-trivial RL=KGm, on a R
� � ROL=OK

Gm (voir [17, 3.1]). On obtient

donc T
�
NR comme la composante neutre de la lissi®cation de l'adheÂrence

scheÂmatique de T dans ROL=OK
G

d
m qui est isomorphe aÁ TV (voir 1.1, 1.2).

Comme L=K est modeÂreÂment rami®eÂe, TV est deÂja lisse (pour deÂmontrer cËa, il

faut reÂpeÂter mot-aÁ-mot la deÂmonstration du theÂoreÁme 4.1 de [6] en remplacËant les

varieÂteÂs abeÂliennes par les tores et les modeÁles de NeÂron par les modeÁles de

NeÂron±Raynaud). r

Remarque. La proposition 1.4 partiellement justi®e la deÂ®nition 1.3 ouÁ

nous avons pris le modeÁle standard pour deÂ®nir la reÂduction d'un tore.

Nous terminons ce paragraphe par un lemme simple qui sera utiliseÂ dans la

suite de facËon systeÂmatique.

Lemma 1.5. Soient T1;T2 des tores deÂ®nis sur un corps p-adique K, et

soit a : T1 ! T2 une K-isogeÂnie de degreÂ premier aÁ p. Alors a induit un k-

isomorphisme des parties unipotentes des composantes neutres des ®bres speÂciales

des modeÁles de NeÂron±Raynaud.
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DeÂmonstration. Nous allons utiliser les reÂsultats de [3, Section 7.3]. Il

faut remarquer qu'ils sont eÂnonceÂs sous l'hypotheÁse que le modeÁle entier est de

type ®ni. Quand meÃme, les deÂmonstrations ne deÂpendent que de quelques

lemmes de [3, Ch. 2] qui restent vrais sous l'hypotheÁse plus faible que le scheÂma

sous consideÂration est localement de type ®ni ce qui est le cas pour les tores.

Alors, d'apreÁs [3, 7.3.6], a induit une O-isogeÂnie des modeÁles entiers T1 !

T2, donc une k-isogeÂnie des ®bres speÂciales et de leurs composantes neutres. Soit

~a : U1 ! U2 l'isogeÂnie des parties unipotentes de ~T1 et ~T2 induite par a. D'apreÁs

[28, VI.6, prop. 6], son noyau est contenu dans U1�k� car ~a est seÂparable et U1 et

U2 sont commutatifs. L'ordre de U1�k� est une puissance de p, donc eÂgal aÁ 1,

car le degreÂ de ~a ne divise pas p, c'est-aÁ-dire ~a est en fait k-isomorphisme. r

2. ReÂduction des tores deÂployeÂs par une extension modeÂreÂment rami®eÂe.

Voici d'abord une formule explicite pour la reÂduction d'un tore normique, ce

qui geÂneÂralise [36, §4].

Soit F=K une extension ®nie (non neÂcessairement normale), et soit T �

R1
F=KGm, le tore normique deÂ®ni comme le noyau de l'application norme

N : RF=KGm ! Gm;K . Nous voulons calculer la reÂduction de T en nous bornant

au cas de lisse reÂduction. D'apreÁs [3, 7.2.1(ii)], le modeÁle de NeÂron±Raynaud est

compatible avec le changement de base eÂtale, et on peut donc se restreindre au

cas totalement rami®eÂ.

TheÂoreÁme 2.1. Soit F=K une extension totalement rami®eÂe de degreÂ m �

d � 1 premier aÁ p. Soit T � R1
F=KGm le tore normique, et soit ~T sa reÂduction.

Alors ~T� est isomorphe au produit

Y

1UiUd
�i;p��1

Wri ;k;

ouÁ ri � minfr : pr
Vm=ig, et ouÁ Wn est le groupe des vecteurs de Witt de longueur

n.

DeÂmonstration. Soit T1 � RF=KGm=Gm;K . On a une isogeÂnie de K-

groupes a : T1 ! T donneÂe (au niveau de K-points) par

x�modK �� 7! xm=NF=K�x�;

ouÁ x A F �. Comme le degreÂ de a est premier aÁ p, on a un k-isomorphisme des

parties unipotentes de ~T� et ~T�
1 (voir lemme 1.5). Le modeÁle de NeÂron±Raynaud

de T1 est T1 � ROF =OK
G

0
m=Gm, ouÁ Gm est le modeÁle de Gm;K ;G

0
m est le modeÁle de

Gm;F (voir [3, 10.1.11]). L'extension F=K eÂtant totalement rami®eÂe, donc donneÂe

par un polynoÃme d'Eisenstein, on a OF GOK �X �=�X m � pK � g�X ��, ouÁ pK est une
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uniformisante de OK et deg�g�X�� < m. Donc l'anneau R � OF=pKOF est iso-

morphe aÁ k�X �=�X m�, et la ®bre speÂciale ~T1 s'identi®e aÁ U �m�, groupe des uniteÂs

de R congrues aÁ 1 modulo pF , ouÁ pF est une uniformisante de OF .

L'exponentielle d'Artin±Hasse deÂ®nit un isomorphisme de U �m� sur un produit de

groupes de Witt (voir [28, Ch. V, prop. 9]). r

Remarque. Sous les hypotheÁses du theÂoreÁme, le modeÁle standard TV du

tore T � R1
F=KGm a lisse reÂduction, meÃme si L, la cloÃ ture normale de F, est

sauvagement rami®eÂe sur K (voir [36, §4]). Bien entendu, on a la meÃme formule

pour la reÂduction ~T�
V . De plus, comme on a noteÂ dans [12], on peut utiliser cette

meÃme formule dans certains cas ouÁ l'extension F=K est sauvagement rami®eÂe, par

exemple, si F=K est cyclique de degreÂ p; en fait, dans ce cas le tore normique

T � R1
F=KGm est isomorphe au tore dual T1 � RF=KGm=Gm;K pour lequel la

reÂduction de T1, suivant l'argument du theÂoreÁme 2.1, est donneÂe par la formule

ci-dessus.

L'eÂtude de la reÂduction d'un tore arbitraire se rameÁne au cas des tores

normiques, ce qui nous permet de reÂpondre aÁ une question poseÂe dans [17]:

deÂterminer tous les groupes unipotents qui peuvent apparaõÃtre dans la reÂduction
~T� d'un K-tore T. Quant aÁ la partie torique de ~T�, elle a deÂjaÁ eÂteÂ deÂtermineÂe

dans [17].

TheÂoreÁme 2.2. Soit T un K-tore de dimension d dont le corps de

deÂploiement L soit modeÂreÂment rami®eÂ sur K. La partie unipotente de ~T� est

alors k-isomorphe aÁ un produit de groupes de Witt Wni ;k qu'on peut deÂterminer

explicitement.

DeÂmonstration. Sans restreindre geÂneÂraliteÂ, nous supposons L=K totale-

ment rami®eÂe. Comme L=K est modeÂreÂment rami®eÂe, p ne divise pas son indice

de rami®cation, ni donc son degreÂ. Par un theÂoreÁme d'Ono (voir [18, 1.5.1]), il

existe une isogeÂnie

a : T m �
Y

i

�RKi=KGm�
mi !
Y

i

�RKi=KGm�
ni ;

ouÁ Ki parcourt toutes les sous-extensions de L, et ouÁ les nombres entiers non

negatifs m;mi; ni sont uniquement deÂtermineÂs. De plus, on peut construire a de

telle facËon que p ne divisait pas son degreÂ (voir [18, 1.3.3], [17, 3.3]). Vu le

lemme 1.5, on obtient un isomorphisme des parties unipotentes des composantes

neutres des reÂductions des modeÁles entiers:

au : U
m �U1 FU2;

ouÁ U deÂsigne la partie unipotente de ~T�, et ouÁ les k-groupes unipotents U1 et U2

sont donneÂs par les formules explicites du theÂoreÁme 2.1. Mais U est isogeÁne au
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produit de groupes de Witt Wdi , ouÁ les nombres di sont uniquement deÂtermineÂs

(voir [28, Ch. VII, §10, th. 1]; ce theÂoreÁme est eÂnonceÂ pour k algeÂbriquement clos

mais la deÂmonstration vaut aussi pour k parfait), ce qui donne la partie uni-

potente de ~T� aÁ k-isomorphisme preÁs. r

Remarque. Une tentative de faire le calcul des nombres ri encore plus

explicite dans le cas particulier d'un tore deÂployeÂ par une extension cyclique qui a

eÂteÂ eÂnonceÂe dans [10, theÂoreÁme 2.3], est fausse; en e¨et ce theÂoreÁme contredit le

theÂoreÁme 2.1 ci-dessus pour les tores normiques. Par exemple, si p > m, alors les

nombres ri sont tous eÂgals aÁ 1; dans le theÂoreÁme 2.3 de [10] ces nombres ap-

paraissent comme les degreÂs des caracteÁres Fp-irreÂductibles de Z=m parmi lesquels

il y a ceux qui sont bien di¨eÂrents de 1 (disons, pour m � 4, p � 5).

3. ReÂduction unipotente.

Dans ce paragraphe, nous nous inteÂressons aÁ un ``probleÁme inverse'' de la

construction des tores ayant la reÂduction donneÂe (voir questions 0.3 et 0.4). Les

modeÁles minimaux utiliseÂs sont ceux de NeÂron±Raynaud. Notons ~T� la

composante neutre de la ®bre speÂciale de TNR. On peut se poser une question

suivante.

Question 3.1. EÂ tant donneÂs un corps p-adique K de corps reÂsiduel k, et un

k-groupe a½ne commutatif connexe B, existe-t-il un K-tore T tel que ~T� soit

isomorphe aÁ B ?

Remarque. En geÂneÂral, on a la suite exacte

0 ! ~T� ! ~T ! F�T� ! 0;

ouÁ F�T� est le groupe des composantes connexes; voir [38] pour l'eÂtude de

ce groupe, et [12] pour les probleÁmes lieÂs au scindage de la suite exacte

ci-dessus. Nous nous limitons au cas connexe.

On peut eÂcrire B comme un produit S �U , ouÁ S est un k-tore et ouÁ U est un

k-groupe unipotent. (Dans toute la suite, ``unipotent'' � ``unipotent commutatif

connexe''). Pour la partie torique, la reÂponse aÁ la question 3.1 est positive et

facile.

Proposition 3.2. EÂ tant donneÂ un k-tore S, il existe un K-tore T tel que
~T FS.

DeÂmonstration. Se donner un K-tore algeÂbrique T de dimension d

eÂquivaut aÁ se donner un triplet �K ;L;G�, ouÁ K est le corps de deÂ®nition, ouÁ L

est le corps de deÂploiement et ouÁ GHGL�d;Z� est un sous-groupe ®ni cor-

respondant au module galoisien T̂ � Hom�TL;Gm;L� (voir [34, ch. 4, §9]); ici G

est deÂ®ni aÁ conjugaison preÁs.
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Comme k est un corps ®ni, on a S � �k; l;G�, ouÁ l=k est une extension

cyclique et ouÁ GHGL�d;Z� est un sous-groupe cyclique. On choisit une ex-

tension cyclique non rami®eÂe L=K telle que l et k soient les corps reÂsiduels.

Alors le tore T � �K ;L;G� est un tore chercheÂ parce que sa reÂduction est

isomorphe aÁ S (voir [17, 1.1], [36, prop. 2]). r

Le fait suivant permet de ramener le cas geÂneÂral aÁ celui de la reÂduction

purement unipotente.

Proposition 3.3. Soit B � S �U le produit d'un k-tore S par un k-groupe

unipotent U. S'il existe un K-tore T tel que ~T� soit isomorphe aÁ B, alors il existe

un K-tore T1 tel que ~T�
1 soit isomorphe aÁ U.

DeÂmonstration. Notons Tnr le plus grand sous-tore de T ayant bonne

reÂduction; son module des caracteÁres est deÂ®ni par T̂nr � im�T̂ !
tr

T̂ I �, ouÁ I H

G est le sous-groupe d'ineÂrtie, ouÁ T̂ I est le module d'invariants et ouÁ tr est

l'application donneÂe par

tr�T̂� �
X

s A I

s

 !

T̂ :

On a ~T�
nr FS (voir [17, th. 1.3]). Pour T1 � T=Tnr, on a donc ~T�

1 FU . r

Dans toute la suite, nous consideÂrons le cas de la reÂduction purement

unipotente. Nous allons preÂsenter des speÂcialisations de la question 3.1.

Question 3.4. EÂ tant donneÂs un corps p-adique K de corps reÂsiduel k, et un

k-groupe unipotent U, existe-t-il un K-tore T tel que ~T� soit isomorphe aÁ U ?

Voici quelques obstructions eÂvidentes aÁ une reÂponse positive.

PremieÁrement, pour un tore T � �K ;L;G�, on peut rencontrer une situation

ouÁ toute extension L=K aÁ groupe de Galois G est non rami®eÂe, ce qui previent aÁ

T d'avoir reÂduction unipotente. Par exemple, c'est le cas pour K � Q2 et G �

Z=3, le groupe cyclique d'ordre 3. Cette remarque montre qu'il est raisonnable

de modi®er la question 3.4.

Question 3.5. EÂ tant donneÂs un corps ®ni k de caracteÂristique p, et un k-

groupe unipotent U, existe-t-il un corps p-adique K de corps reÂsiduel k 0, une

extension ®nie de k, et un K-tore T tel que ~T� soit isomorphe aÁ U � kk
0?

MeÃme sous telle forme, il y a une obstruction aÁ une reÂponse positive, et cette

deuxieÁme obstruction est plus seÂrieuse.

TheÂoreÁme 3.6 [17, th. 0.1]. Soit e l'indice de rami®cation de L=K, et soit p la

caracteÂristique de k. Si p > e, pour tout K-tore T, qui se deÂploie sur L, la partie

unipotente de ~T� est isomorphe au groupe additif G
n
a .
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Ce theÂoreÁme montre que pour k donneÂ, dans les dimensions d petites par

rapport aÁ la caracteÂristique de k, la reÂponse aÁ la question 3.5 est presque toujours

neÂgative.

DeÂfinition 3.7. Soit k un corps ®ni. Un k-groupe unipotent U est dit t-

admissible s'il existe un corps p-adique K de corps reÂsiduel k, et un K-tore T tel

que ~T� soit isomorphe aÁ U.

Proposition 3.8. Pour chaque d il existe un entier n0 � n0�d� tel que, si k est

un corps de caracteÂristique > n0, alors, parmi les k-groupes unipotents de dimension

d seuls soient t-admissibles ceux qui sont isomorphes aÁ G
d
a .

DeÂmonstration. Soit n0 � n0�d� l'ordre maximal d'un sous-groupe ®ni de

GL�d;Z�. Alors pour tout corps p-adique K aÁ corps reÂsiduel k, et tout K-tore T

de dimension d aÁ corps de deÂploiement L, on peut borner l'indice de rami®cation

de L=K :

eU �L : K � � jGjU n0 < p;

et le theÂoreÁme 3.6 donne de reÂsultat. r

On doit donc modi®er le probleÁme inverse dans ce cas.

Question 3.9. EÂ tant donneÂs un corps ®ni k, et un entier d, quels sont les k-

groupes unipotents B de dimension d qui sont t-admissibles?

Sur un corps k parfait, tout groupe unipotent est k-isogeÁne aÁ un produit de

groupes de Witt Wd ; il semble donc naturel de restreindre cette question.

Question 3.10. Le groupe des vecteurs de Witt Wd;k, est-il t-admissible?

Remarque. Il serait inteÂressant d'obtenir des bornes plus explicites que dans

la proposition 3.8; dans cette direction, on peut utiliser l'uniformisation rigide et

la proposition 5.12 ci-dessous.

4. Tores de petites dimensions aÁ reÂduction unipotente.

Dans ce paragraphe, nous eÂtudions le cas dU 3. Nous nous concentrons

aÁ la question 3.10, et nous allons consideÂrer eÂgalement les cas de rami®cation

modeÂreÂe et de rami®cation sauvage.

DeÂfinition 4.1. Soit k un corps ®ni. Un k-groupe unipotent U est dit v-

admissible s'il existe un corps p-adique K de corps reÂsiduel k, et un K-tore T

deÂployeÂ par une extension modeÂreÂment rami®eÂ L tel que T�
NR soit isomorphe aÁ U.

Remarque. Bien entendu, si U est v-admissible, alors ~T�
V est aussi iso-

morphe aÁ U vu la proposition 1.4.
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CommencËons par le cas d � 1.

TheÂoreÁme 4.2. Soit k un corps ®ni de caracteÂristique p.

a) Le groupe additif Ga;k est t-admissible.

b) Le groupe additif Ga;k est v-admissible si et seulement si p0 2.

DeÂmonstration. Les seuls K-tores de dimension 1 sont S � Gm;K et T �

R1
F=KGm, ouÁ F=K est une extension quadratique (voir [34, 4.73]). On a ~SV �

Gm;k; si F=K est non rami®eÂe, alors ~TV � R1
f =kGm, ouÁ f est le corps reÂsiduel de F;

en®n, ~TV F fG1g � Ga;k si F=K est rami®eÂe et p0 2 (voir theÂoreÁme 2.1), et ~TV

est un scheÂma non reÂduit pour p � 2 (voir [6], [36]). Dans ce dernier cas, on

peut obtenir le modeÁle de NeÂron±Raynaud TNR en eÂclatant TV (voir [6, 4.3]);

pour sa reÂduction, on a ~T�
NR FGa;k (voir [17, 3.2]). r

Corollaire 4.3. Le groupe additif G
d
a;k est t-admissible.

DeÂmonstration. Prenons T � �R1
F=KGm�

d . r

Passons au cas d � 2.

TheÂoreÁme 4.4. Soit k un corps ®ni de caracteÂristique p.

a) Le groupe additif G
2
a;k est t-admissible.

b) Le groupe additif G
2
a;k est v-admissible si et seulement si p0 2.

c) Le groupe des vecteurs de Witt W2;k est t-admissible si et seulement si

pU 5.

d) Le groupe des vecteurs de Witt W2;k est v-admissible si et seulement si,

soit p � 3 ou 5, soit p � 2 et la cardinaliteÂ de k est eÂgale aÁ 2s avec s pair.

DeÂmonstration. Nous allons utiliser la description compleÁte des tores de

dimension 2 donneÂe par VoskresenskiõÆ [33], avec les corrections de Seligman [27].

Nous allons preÂsenter non seulement la liste des sous-groupes ®nis dans GL�2;Z�

(aÁ conjugaison preÁs) comme dans [33], mais aussi une description explicite des

tores correspondants. Nous avons besoin des notations suppleÂmentaires.

K � un corps de base

T � un K-tore

L � le corps de deÂploiement de T

F=K � une extension quadratique

C=K � une extension cubique abeÂlienne

Q=K � une extension cyclique de degreÂ 4

S=K � une extension cubique non abeÂlienne

D=K � une extension de degreÂ 4 non abeÂlienne aÁ cloÃture galoisienne dieÂdrale

M=K � une extension quadratique lineÂairement disjointe de L

R1
M=KT � ker�RM=KTM !

N
T �, ouÁ N�x� � xxs; s engendrant Gal�M=K�
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Nous voulons deÂcrire les tores ``indeÂcomposables'' de dimension 2, c'est-

aÁ-dire ceux qui ne sont pas isomorphes aÁ un produit des tores de dimension 1.

Proposition 4.5. Tout K-tore indeÂcomposable de dimension 2 est isomorphe

aÁ l'un des suivants:
. T1 � RF=KGm

. T2 � R1
M=KT1

. T3 � R1
C=KGm

. T4 � R1
M=KT3

. T5 � R1
S=KGm

. T6 � RS=KGm=Gm;K

. T7 � R1
M=KT5

. T8 � ker�RQ=KGm !
N

RQ1=KGm�, ouÁ N�x� � xxs2

avec s engendrant

Gal�L=K� et Q1 � Qs2

le corps ®xe
. T9 � ker�RD=KGm !

N
RD1=KGm�, ouÁ N�x� � xxs2

avec s un eÂleÂment d'ordre

4 dans Gal�L=K� et D1 � Ds2

le corps ®xe

DeÂmonstration. Nous utilisons la liste des sous-groupes ®nis dans

GL�2;Z� et une observation geÂneÂrale suivante.

Lemme 4.6. Soit T � �K;L;G� un tore de dimension d deÂ®ni sur k et deÂployeÂ

par L, et soit GHGL�d;Z� un sous-groupe ®ni correspondant au module galoisien

T̂ � Hom�TL;Gm;L�. Soit M=K une extension quadratique lineÂairement disjointe

de L. Soit

R1
M=KT � ker�RM=KTM !

N
T �:

Alors on peut eÂcrire R1
M=KT � �K ;LM;G1�, ouÁ G1 � G � fGIdg, et ouÁ Id est

la matrice uniteÂ de dimension d. De plus, on a un isomorphisme R1
M=KT F

RM=KT=T .

DeÂmonstration. On a G1 � G � Z=2, le facteur Z=2 correspond aÁ

Gal�M=K�, notons s son geÂneÂrateur. Par la deÂ®nition de T 0 � R1
M=KT , on a

une suite exacte de G1-modules:

0 ! T̂ !
a
T̂ lZ�G1=G� !

b
T̂ 0 ! 0;

ouÁ a�m� � mn 1�mn s. Soit fe1; . . . ; edg une base de T̂ . Prenons

f f1; . . . ; fdg � fb�e1 n 1�; . . . ; b�ed n 1�g

pour une base de T̂ 0. Comme s permute mn 1 et mn s, on a sfi � ÿfi, d'ouÁ la

premieÁre assertion du lemme.
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Soit T 00 � RM=KT=T . On a une suite exacte

0 ! T̂ 00 ! T̂ nZ�G1=G� !
g

T̂ ! 0;

ouÁ g�ei n 1� � g�ei n s� � ei. Donc on peut prendre

fg1; . . . ; gdg � fe1 n 1ÿ e1 n s; . . . ; ed n 1ÿ ed n sg

pour une base de T̂ 00 et voir que l'action de G1 sur T̂ 00 coõÈncide avec son action

sur T̂ 0, d'ouÁ la dernieÁre assertion du lemme. r

Lemme 4.7 [33], [27]. Il y a 9 sous-groupes ®nis indeÂcomposables dans

GL�2;Z� (aÁ conjugaison preÁs):

G1 �
0 1

1 0

� �� �

;

G2 �
0 1

1 0

� �

;
ÿ1 0

0 ÿ1

� �� �

;

G3 �
0 ÿ1

1 ÿ1

� �� �

;

G4 �
1 ÿ1

1 0

� �� �

;

G5 �
0 ÿ1

1 ÿ1

� �

;
0 1

1 0

� �� �

;

G6 �
0 ÿ1

1 ÿ1

� �

;
0 ÿ1

ÿ1 0

� �� �

;

G7 �
1 ÿ1

1 0

� �

;
0 1

1 0

� �� �

;

G8 �
0 1

ÿ1 0

� �� �

;

G9 �
0 1

ÿ1 0

� �

;
0 1

1 0

� �� �

: r

Ce lemme composeÂ avec la deÂ®nition d'un tore normique et le lemme

4.6, donne immeÂdiatement les preÂsentations pour T1±T3, T5 dans la liste de la

proposition 4.5.

Pour T4, il faut remarquer que l'on peut preÂsenter G4 sous la forme

eÂquivalente:

G4 �
0 ÿ1

1 ÿ1

� �

;
ÿ1 0

0 ÿ1

� �� �

:
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Pour T6, nous rappelons que par deÂ®nition, son module des caracteÁres

s'inclut dans une suite exacte

0 ! T̂6 ! Z�G=H� !
e

Z ! 0;

ouÁ G � hs; t : s3 � t
2 � �st�2 � 1iFS3, H � hti, et ouÁ e est l'homomorphisme

d'augmentation, e�
P

aiei� �
P

ai. On peut donc prendre fsÿ 1; s2 ÿ 1g �

fg1; g2g comme une base de T̂6. On a

sg1 � g2 ÿ g1 tg1 � g2

sg2 � ÿg1 tg2 � g1
:

Les formules pour G6 donnent

sf1 � f1 tf1 � ÿf2

sf2 � ÿf1 ÿ f2 tf2 � ÿf1
:

En posant g1 � ÿf2; g2 � f1, nous eÂtablissons la preÂsentation requise. Pour T7,

preÂsentons G7 sous la forme eÂquivalente

0 ÿ1

1 ÿ1

� �

;
0 1

1 0

� �

;
ÿ1 0

0 ÿ1

� �� �

et utilisons le lemme 4.6.

De la deÂ®nition de T8, on a une suite exacte

0 ! Z�G=H� ! Z�G� ! T̂8 ! 0;

ouÁ G � hsi est le groupe cyclique d'ordre 4, H est son sous-groupe d'ordre 2,

et ouÁ Z�G=H� s'inclut dans Z�G� comme le sous-module engendreÂ par 1� s
2 et

s� s
3. CË a donne la matrice requise pour le geÂneÂrateur de G8.

Pour T9, on utilise un raisonnement analogue. Dans la suite exacte

0 ! Z�G=H1� ! Z�G=H� ! T̂9 ! 0;

on a G � hs; t : s4 � t
2 � �st�2 � 1i, H � hti, H1 � hs2; ti, et Z�G=H1�

s'inclut dans Z�G=H� comme sous-module engendreÂ par H � s
2H et sH � s

3H.

CË a donne la repreÂsentation

s �
0 1

ÿ1 0

� �

; t �
1 0

0 ÿ1

� �

:

En prenant s et ts comme geÂneÂrateurs du groupe dieÂdral, nous obtenons la

repreÂsentation requise pour G9.

La proposition 4.5 est deÂmontreÂe. r

ReÂduction des groupes algeÂbriques commutatifs 471



Ayant ceci, passons aÁ la deÂmonstration du theÂoreÁme 4.4.

a) L'assertion n'est qu'un cas particulier du corollaire 4.3.

b) Si p0 2, on deÂduit le reÂsultat du theÂoreÁme 4.2(b) en prenant T �

�R1
F=KGm�

2 pour F=K quadratique rami®eÂe.

Soit maintenant p � 2 et supposons qu'il existe un K-tore T de dimension 2

deÂployeÂ par une extension modeÂreÂment rami®eÂe L=K tel que ~T�
FG

2
a . Comme

d'habitude, on peut supposer L=K totalement rami®eÂe. Par le theÂoreÁme 4.2, on

peut supposer T indeÂcomposable. La liste de tels tores est donneÂe par la

proposition 4.5. Comme l'indice de rami®cation e�L=K� doit eÃtre impair et eÂgale

aÁ �L : K �, le seul candidat est T3. Le theÂoreÁme 2.1 donne ~T�
3 FW2. L'assertion

b) est deÂmontreÂe.

A®n d'obtenir c) et d), nous montrons d'abord que pour p � 3 et p � 5, il

existe Ti deÂployeÂ par une extension modeÂreÂment rami®eÂe tel que ~T�
i FW2, et que

pour pV 7, on a toujours la reÂduction purement additive; on s'occupera au cas

p � 2 seÂpareÂment.

ConsideÂrons le cas p � 3 et T � T2.

Lemme 4.8. Soient L=K et M=K deux extensions quadratiques rami®eÂes d'un

corps 3-adique K. Pour le tore T � T2 � R1
M=K�RL=KGm�, on a ~T�

FW2.

DeÂmonstration. On a une isogeÂnie de degreÂ 2

a : RML=KGm ! RL=KGm � T

deÂ®nie par

x 7! �N�x�; x2=N�x��;

ouÁ N�x� � xxs avec s engendrant Gal�ML=L�. Vu le lemme 1.5, cËa donne un

isomorphisme des parties unipotentes des composantes neutres des ®bres speÂciales

~a : W2 � Ga ! Ga � ~T�;

d'ouÁ ~T�
FW2. r

ConsideÂrons le cas p � 5 et T � T7.

Lemme 4.9. Soit K un corps 5-adique qui admette une extension cubique non

normale S et une extension quadratique M, toutes les deux eÂtant rami®eÂes. Alors

pour T � T7 � R1
M=K�R

1
S=KGm�, on a ~T�

FW2.

DeÂmonstration. On a une isogeÂnie de degreÂ 2

RM=K�R
1
S=KGm� ! R1

S=KGm � T ;
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deÂ®nie par

x 7! �NM=K�x�; x
2=NM=K�x��;

et une isogeÂnie de degreÂ 3

RS=KGm ! Gm � R1
S=KGm;

deÂ®nie par

x 7! �NS=K�x�; x
3=NS=K�x��;

d'ouÁ une isogeÂnie de degreÂ 6 (donc premier aÁ 5)

RMS=KGm � Gm ! RM=KGm � RS=KGm � T :

D'apreÁs le lemme 1.5, cËa donne un isomorphisme des parties unipotentes des

reÂductions que nous calculons aÁ l'aide du theÂoreÁme 2.1:

W2 � G
3
a FGa � G

2
a � ~T�;

d'ouÁ le reÂsultat du lemme. r

Soit maintenant p � 2. Prenons T � T5 � R1
S=KGm ouÁ S=K est une ex-

tension cubique non abeÂlienne rami®eÂe. MalgreÂ que L, la cloÃture normale de S,

eÂtant de degreÂ 6 sur K, est sauvagement rami®eÂe, on peut utiliser le theÂoreÁme 2.1

(voir la remarque apreÁs ce theÂoreÁme). Nous obtenons ~T�
5 FW2, ce qui prouve

c).

En ce qui concerne d), il y a une petite subtiliteÂ. Nous ne pouvons pas

utiliser le tore T5 car le corps de deÂploiement est sauvagement rami®eÂ. Il faut

donc utiliser T3 � R1
C=KGm, ouÁ C=K est une extension cubique abeÂlienne rami®eÂe.

Comme nous avons remarqueÂ dans la preuve de b), T3 est le seul candidat, et

comme ~T�
3 FW2, on reÂussit une fois que l'on construit une extension C=K telle

que k soit le corps reÂsiduel de K. Mais c'est possible si est seulement si K

(et donc k) contient les racines cubiques de l'uniteÂ, en d'autres termes, si est

seulement si 3 divise qÿ 1, ouÁ q est la cardinaliteÂ de k. La dernieÁre condition est

eÂquivalent aÁ la condition q est une puissance paire de 2, ce qui deÂmontre d).

L'ordre d'un sous-groupe ®ni dans GL�2;Z� divise 24, donc pour p > 3 tout

tore de dimension 2 est deÂployeÂ par une extension modeÂreÂment rami®eÂe. Il suit

qu'a®n d'eÂtablir c) et d), il ne reste qu'aÁ deÂmontrer que pour p > 5, aucun tore de

dimension 2 deÂployeÂ par une extension modeÂreÂment rami®eÂe n'admet la reÂduction

du type W2.

ConsideÂrons d'abord les tores T7 et T9 correspondant aux sous-groupes ®nis

maximaux dans GL�2;Z�.
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Lemme 4.10. Lorsque p > 5 et T � T7 ou T9, on a ~T�
FG 2

a .

DeÂmonstration. Pour T � T7, le reÂsultat suit de l'isogeÂnie eÂtablie dans la

deÂmonstration du lemme preÂceÂdent. Pour T � T9, on a une isogeÂnie de degreÂ 2

RD=KGm ! RD1=KGm � T

deÂ®nie par

x 7! �ND=D1
�x�; x2=ND=D1

�x��;

d'ouÁ , pour p > 3, on peut de nouveau utiliser le lemme 1.5 et le theÂoreÁme 2.1

pour obtenir un isomorphisme

G 3
a FGa � ~T�;

ce qui donne ~T�
FG 2

a . r

Remarque. Dans les deÂmonstrations des lemmes preÂceÂdents, nous utilisions

de facËon systeÂmatique des isogeÂnies deÂ®nies explicitement sur les K-points des

tores sous consideÂration. Si l'on preÂfeÁre penser d'une facËon plus algeÂbrique, on

peut deÂmontrer que T1 et T2 sont isogeÁnes en exhibant un isomorphisme des

modules T̂1 nQ et T̂2 nQ. Par exemple, dans le lemme 4.10, on peut eÂtablir

l'isogeÂnie chercheÂe comme suit. On revient aÁ la deÂmonstration de la proposition

4.5. ConsideÂrons la suite exacte de Q�G�-modules:

0 ! Q�G=H1� ! Q�G=H� ! T̂9 nQ ! 0:

Alors le choix d'une base fH � s
2H; sH � s

3H;H ÿ s
2H; sH ÿ s

3Hg de

Q�G=H� donne un scindage

Q�G=H�F �T̂9 nQ�lQ�G=H1�;

d'ouÁ l'isogeÂnie chercheÂe.

Pour achever la deÂmonstration du theÂoreÁme 4.4, il ne reste qu'aÁ remarquer

que lorsque p > 5, pour n'importe quel tore T � Tj � j � 1; . . . ; 9�, on a une

isogeÂnie du theÂoreÁme 2.2:

T m �
Y

i

�RKi=KGm�
mi !
Y

i

�RKi=KGm�
ni

avec �Ki : K �U 6 (voir les isogeÂnies dans les preuves des lemmes 4.9 et 4.10).

Donc d'apreÁs le theÂoreÁme 2.1, tous les tores qui l'en apparaissent ont reÂduction

purement additive.

Le theÂoreÁme 4.4 est deÂmontreÂ. r
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En®n, consideÂrons les tores de dimension 3. Nous nous contenterons du cas

ouÁ le corps de deÂploiement est modeÂreÂment rami®eÂ.

TheÂoreÁme 4.11. a) Le groupe additif G 3
a;k est v-admissible si et seulement si

p0 2.

b) Le groupe Ga;k �W2;k est v-admissible si et seulement si 3U pU 7.

c) Le groupe des vecteurs de Witt W3;k n'est jamais v-admissible.

DeÂmonstration. Nous utilisons la meÃme approche que dans le cas de

dimension 2. On peut se limiter aux tores indeÂcomposables et de plus, aux tores

anisotropes (i.e. n'ayant pas des sous-tores deÂployeÂs). En e¨et, un sous-tore

deÂployeÂ de T ait bonne reÂduction, et ~T contiendrait une composante torique.

Pour deÂcrire les tores indeÂcomposables anisotropes de dimension 3, nous

utilisons la liste des sous-groupes ®nis dans GL�3;Z� [32], avec une correction de

[1], et quelques descriptions explicites preÂsenteÂes dans [8].

Comme ci-dessus, sans restreindre geÂneÂraliteÂ, on peut supposer que L=K soit

totalement rami®eÂe.

Distinguons les cas ouÁ p est pair ou impair.

Proposition 4.12. Si p � 2, il n'y a pas de K-tores anisotropes de dimension

3 deÂployeÂs par une extension modeÂreÂment et totalement rami®eÂe.

DeÂmonstration. Soit T un K-tore anisotrope de dimension 3, et supposons

que son corps de deÂploiement L soit modeÂreÂment et totalement rami®eÂ sur K.

De la classi®cation de sous-groupes ®nis dans GL�3;Z� [32], il suit que �L : K �U

48. Comme e � �L : K � doit eÃtre impair, on a �L : K � � 3. Comme P �

Gal�L=K� est un groupe cyclique, il y a trois Z�P�-modules indeÂcomposables:

Z, Z�P� et Z�P�=Z. Les tores correspondants aÁ deux premiers modules ne sont

pas anisotropes, et le troisieÁme est le tore normique R1
L=KGm. Donc T est de la

forme T � �R1
L=KGm�

m et sa dimension est paire, ce qui contredit l'hypotheÁse

dimT � 3. r

Passons au cas ouÁ p est impair. ConsideÂrons d'abord un cas particulier.

Proposition 4.13. Soit p impair, et soit T � �K ;L;G� un K-tore de dimension

3 tel que G est un sous-groupe ®ni maximal indeÂcomposable de GL�3;Z�.

Supposons que le corps L soit modeÂreÂment et totalement rami®eÂ sur K. Alors ~T�

est isomorphe aÁ Ga �W2 pour 3U pU 7, et aÁ G
3
a
pour pV 11.

DeÂmonstration. De la classi®cation de sous-groupes ®nis dans GL�3;Z�

[32], il suit qu'il y a 3 sous-groupes ®nis maximaux indeÂcomposables dans

GL�3;Z� (aÁ conjugaison preÁs); nous les eÂcrivons sous la forme di¨eÂrente de [32],

ReÂduction des groupes algeÂbriques commutatifs 475



cf. [8]:

G1 �

0 0 ÿ1

1 0 ÿ1

0 1 ÿ1

0

@

1

A;

0 1 0

1 0 0

0 0 1

0

@

1

A;

ÿ1 0 0

0 ÿ1 0

0 0 ÿ1

0

@

1

A

* +

;

G2 �

0 1 0

0 0 1

ÿ1 ÿ1 ÿ1

0

@

1

A;

0 1 0

1 0 0

0 0 1

0

@

1

A;

ÿ1 0 0

0 ÿ1 0

0 0 ÿ1

0

@

1

A

* +

;

G3 �

0 0 1

0 1 0

ÿ1 0 0

0

@

1

A;

ÿ1 0 0

0 0 ÿ1

0 ÿ1 0

0

@

1

A;

ÿ1 0 0

0 ÿ1 0

0 0 ÿ1

0

@

1

A

* +

:

Comme groupes abstraits, tous ces sous-groupes sont isomorphes aÁ S4 � Z=2.

De plus, ils sont tous conjugueÂs entre eux comme sous-groupes de GL�3;Q�. En

e¨et, pour G1 et G2 c'est immeÂdiat car ils sont duaux l'un aÁ l'autre. En posant

A �

0 1 ÿ1

1 0 ÿ1

1 1 0

0

@

1

A;

on veÂri®e directement que Aÿ1G1AFG3. Puisque G1±G3 sont sonjugueÂs dans

GL�3;Q�, les tores correspondants T1±T3 sont K-isogeÁnes (voir [34, 3.46]). Il

faut remarquer que l'isogeÂnie T1 ! T2 (resp. T1 ! T3) est de degreÂ 4 (resp. 2).

Choisissons le tore T � T1 correspondant aÁ G1 comme un repreÂsentant de cette

classe d'isogeÂnie. On voit que

T � R
1
M=KN; N � R

1
S=KGm;

ouÁ S=K est une extension de degreÂ 4 avec la cloÃture galoisienne aÁ groupe sy-

meÂtrique S4 et ouÁ M=K est une extension quadratique lineÂairement disjointe de S

(voir lemme 4.6 et [8]). On a des isogeÂnies eÂvidentes de degreÂs 2 l :

RM=KN ! N � T ; x 7! �NM=K�x�; x
2=NM=K�x��;

RS=KGm ! Gm �N; x 7! �NS=K�x�; x
4=NS=K�x��;

d'ouÁ une isogeÂnie

T � RS=KGm � RM=KGm @RMS=KGm � Gm:

Soit U la partie unipotente de la reÂduction de T. Le lemme 1.5 et le theÂoreÁme

2.1 donnent des isomorphismes
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U � �W2 � Ga� � Ga FW2 �W2 � G 3
a �p � 3�;

U � G 3
a � Ga FW2 � G 5

a �5U pU 7�;

U � G 3
a � Ga FG 7

a �pV 11�;

d'ouÁ le reÂsultat de la proposition. r

Lemme 4.14. a) Si 3U pU 7, alors le groupe W2 � Ga est v-admissible.

b) Si p � 2, alors le groupe W2 � Ga n'est pas v-admissible.

DeÂmonstration. Soient K � Qp, f �x� � x4 ÿ p, F l'extension de K en-

gendreÂe par une racine de f �x�. Comme f �x� A K�x� est un polynoÃme d'Ei-

senstein, F=K est totalement rami®eÂe. Notons L la cloÃture normale de F. Soit

3U pU 7, alors Gal�L=K� est, soit le groupe dieÂdrale D4 (il en est ainsi pour

p � 3 ou 7, car dans ces cas K ne contient pas
�������

ÿ1
p

), soit le groupe cyclique C4,

c'est-aÁ-dire F=K est normale (c'est le cas pour p � 5 quand K contient
�������

ÿ1
p

).

Dans tous le cas, L=K est modeÂreÂment rami®eÂe. D'apreÁs le theÂoreÁme 2.1, le tore

T � R1
F=KGm a la reÂduction ~T�

FGa �W2. Cela deÂmontre la v-admissibiliteÂ de

Ga �W2 pour k � Fp, 3U pU 7. Soit maintenant k un corps ®ni arbitraire de

caracteÂristique p, 3U pU 7. Alors il faut trouver une extension non rami®eÂe

K=Qp aÁ corps reÂsiduel k. En prenant T � R1
F 0=KGm, ouÁ F 0 � FK est le com-

posite de F comme ci-dessus avec K, on obtient la v-admissibiliteÂ de Ga �W2

pour n'importe quel k de caracteÂristique p, 3U pU 7, ce qui deÂmontre a).

L'assertion b) suit immeÂdiatement du theÂoreÁme 4.4(b) est de la proposition

4.12. r

Pour achever la preuve du theÂoreÁme 4.11, il ne reste qu'aÁ deÂmontrer que

lorsque pV 11, parmi les groupes unipotents de dimension 3, seuls ceux iso-

morphes aÁ G 3
a sont v-admissibles.

Soit T � �K;L;G� un K-tore de dimension 3, anisotrope, indeÂcomposable,

avec L=K totalement et modeÂreÂment rami®eÂe. On peut supposer que GHG1, un

sous-groupe ®ni maximal dans GL�3;Z�. En consideÂrant l'isogeÂnie du theÂoreÁme

2.2

T �
Y

i

�RKi=KGm�mi
@

Y

i

�RKi=KGm�ni

et l'en comparant avec l'isogeÂnie de la deÂmonstration de la proposition 4.13, on

conclut que �Ki : K�U 8, donc seuls groupes additifs peuvent apparaõÃtre comme

parties unipotentes des reÂductions des tores RKi=KGm (voir theÂoreÁme 2.1).

Le theÂoreÁme 4.11 est deÂmontreÂ. r
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Remarque. Dans [23]±[26], les auteurs construisent des modeÁles entiers des

tores deÂployeÂs G
d
m de ®bre speÂciale Wd;k pour tous les entiers d, mais, bien

entendu, ces modeÁles sont loin d'eÃtre minimaux.

5. VarieÂteÂs abeÂliennes aÁ reÂduction unipotente.

Dans ce paragraphe, par analogie avec le cas torique, nous consideÂrons le

probleÁme inverse de construction d'une varieÂteÂ abeÂlienne aÁ reÂduction donneÂe. En

utilisant des meÂthodes d'uniformisation rigide deÂveloppeÂes dans [22], [2], nous

allons deÂduire des reÂponses requises des reÂsultats des paragraphes preÂceÂdents.

(Nous utiliserons une publication reÂcente [4] pour les reÂfeÂrences neÂcessaires).

Notons qu'aÁ la di¨eÂrence de [29], [11], [30], [31] nous nous inteÂressons non

seulement au type de la reÂduction (bonne, multiplicative, unipotente) mais plutoÃt

aÁ sa classe de k-isomorphisme.

DeÂfinition 5.1. Soit k un corps ®ni. Un k-groupe commutatif connexe B

est dit a-admissible s'il existe un corps p-adique K de corps reÂsiduel k, et une K-

varieÂteÂ abeÂlienne A telle que ~A� soit isomorphe aÁ B.

(Ici ~A� deÂsigne la composante neutre de la ®bre speÂciale du modeÁle de NeÂron

A de A).

On peut se poser les questions semblables aÁ celles de §3.

Question 5.2. EÂ tant donneÂs un corps ®ni k et un entier d, quels sont les k-

groupes unipotents de dimension d qui sont a-admissibles?

Question 5.3. Le groupe des vecteurs de Witt Wd;k, est-il a-admissible?

Pour d � 1, la reÂponse aÁ la question 5.3 est positive et bien connue [11].

On a un reÂsultat geÂneÂral suivant.

TheÂoreÁme 5.4. Soit B un k-groupe commutatif connexe. Si B est t-

admissible, alors B est aussi a-admissible.

Nous utilisons la teÂchnique d'uniformisation rigide. Voici un apercËu de

notre argument. D'apreÁs Raynaud [22], toute K-varieÂteÂ abeÂlienne A admet

l'uniformisation lorsqu'on se trouve dans la cateÂgorie de K-espaces rigides. La

composante neutre du modeÁle de NeÂron (formel) de la varieÂteÂ semi-abeÂlienne E

qui uniformise A coõÈncide avec celle de A, d'ouÁ la coõÈncidence des reÂductions
~E�

F
~A�. Il ne reste qu'aÁ trouver A avec l'uniformisation purement torique.

On fait cËa aÁ l'aide d'une forme tordue d'un produit direct de quelques ex-

emplaires de la courbe elliptique de Tate.

Reproduisons les deÂ®nitions et les reÂsultats de la geÂomeÂtrie rigide qui sont

indispensables pour nous.
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DeÂfinition 5.5 [4, 1.1]. Soit A une K-varieÂteÂ abeÂlienne. L'uniformisation

rigide de A comprend les donneÂes suivantes:
. une immersion fermeÂe de K-groupes rigides M,!E, ouÁ E est un K-scheÂma

en groupes semi-abeÂlien dont la partie abeÂlienne posseÁde potentiellement

bonne reÂduction, et ouÁ M est un reÂseau de rang maximum dans E;
. un morphisme ®deÁlement plat f : E ! A de K-groupes rigides avec

ker f � M.

TheÂoreÁme 5.6 [22], [4, 1.2]. Toute K-varieÂteÂ abeÂlienne admet l'uniformisation

rigide.

DeÂfinition 5.7 [4, 2.1]. Soit X un K-espace rigide lisse. Un modeÁle de

NeÂron formel de X est un O-modeÁle formel lisse V d'un sous-espace rigide ouvert

V HX tel que la proprieÂteÂ de NeÂron soit satisfaite:

Si Z est un O-scheÂma formel lisse aÁ ®bre geÂneÂrique Z et si hK : Z ! X est

un morphisme de K-espaces rigides, alors on peut prolonger hK de facËon unique aÁ

un morphisme de O-scheÂmas formels h : Z ! V.

Proposition 5.8 [4, corollaire de 2.2]. Soit X un K-scheÂma en groupes lisse

commutatif aÁ modeÁle de NeÂron X, soit Y le K-groupe rigide associeÂ aÁ X, et soit V le

modeÁle de NeÂron formel de Y. Alors les ®bres speÂciales de X et de Y coõÈncident.

TheÂoreÁme 5.9 [4, 2.3]. Soit fK : E ! A l'uniformisation rigide d'une K-

varieÂteÂ abeÂlienne A. Alors on peut prolonger fK de facËon unique aÁ un morphisme

de O-scheÂmas formels f : E ! A, ouÁ E, A sont les modeÁles de NeÂron formels de E,

A; de plus, f induit un isomorphisme des composantes neutres E
�
FA

�.

DeÂmonstration du theÂoreÁme 5.4. Soit T un K-tore tel que ~T�
FU . On a

T � KLFG
d
m;L, ouÁ L est le corps de deÂploiement de T.

ConsideÂrons la courbe de Tate C deÂ®nie sur K. Soit C d le produit direct de

d exemplaires de C. On a l'uniformisation rigide de C d :

0 ! Z
d ! G

d
m ! C d ! 0:

On peut tordre la dernieÁre suite exacte par l'action de Gal�L=K� correspondant

au module des caracteÁres de T. Nous obtenons la suite

0 ! M ! T ! A ! 0

qui est l'uniformisation rigide d'une certaine varieÂteÂ abeÂlienne A (qui est une K-

forme tordue de C d ). D'apreÁs la proposition 5.8 et le theÂoreÁme 5.9, on a
~A�
F

~T�, d'ouÁ le reÂsultat. r

Voici quelques conseÂquences immeÂdiates.
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Corollaire 5.10. Soit k un corps ®ni, alors tout k-tore est a-admissible.

DeÂmonstration. Cela suit du theÂoreÁme 5.4 compte tenu de la proposition

3.2. r

Le corollaire suivant reÂpond aÁ la question 5.3 pour d � 2.

Corollaire 5.11. Si k est un corps ®ni de caracteÂristique pU 5, alors le

groupe W2;k est a-admissible.

DeÂmonstration. Cela suit du theÂoreÁme 5.4 compte tenu du theÂoreÁme

4.4. r

Remarque. La deÂmonstration du theÂoreÁme 5.4 fournit des exemples ex-

plicites de surfaces abeÂliennes qui ont reÂduction du type W2. On peut consideÂrer

un corps dyadique K qui admette une extension galoisienne cubique rami®eÂe L, et

prendre

A � ker�RL=KC !
N

C �;

ouÁ C deÂsigne la courbe de Tate deÂ®nie sur K. Le tore normique T � R1
L=KGm

est alors l'uniformisation rigide de A, d'ouÁ le reÂsultat (voir theÂoreÁme 2.1). Si

p � 5, nous consideÂrons une extension quadratique rami®eÂe Q=K et la surface

abeÂlienne A comme ci-dessus, et nous prenons S � ker�RQ=KA ! A�. Si p � 3,

nous consideÂrons des extensions quadratiques rami®eÂes Q=K et F=K , et nous

posons S � ker�RQF=KC ! RF=KC �. Dans tous les cas, ~S� est isomorphe aÁ W2

(voir lemmes 4.8, 4.9).

Q. Liu nous a communiqueÂ qu'il existe une autre meÂthode de construire des

surfaces abeÂliennes aÁ reÂduction de type Witt qui utilise les jacobiennes des courbes

de genre deux; voir aussi [21].

Pour d quelconque, en utilisant un argument suggeÂreÂ par B. Edixhoven, on

peut eÂtablir un analogue de la proposition 3.8.

Proposition 5.12. Pour chaque d il existe un entier n0 � n0�d� tel que, si k

est un corps de caracteÂristique > n0, alors, parmi les k-groupes unipotents de di-

mension d, seuls soient a-admissibles ceux qui sont isomorphes aÁ G
d
a .

DeÂmonstration. D'apreÁs [7, prop. 3.6], pour toute K-varieÂteÂ abeÂlienne A,

il existe une extension ®nie galoisienne L=K telle que AL � A�K L ait reÂduction

semi-stable sur L; cËa veut dire que (la composante neutre de) la reÂduction ~A�
L est

une extension d'une varieÂteÂ abeÂlienne par un tore. Soit L l'extension minimale

avec cette proprieÂteÂ, et soit n l'ordre du groupe de Galois Gal�L=K�. Comme

nous nous inteÂressons au cas de reÂduction purement unipotente, on peut supposer
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que L=K est totalement rami®eÂe et que K contient les racines n-ieÁmes de l'uniteÂ.

Supposons que p > 2d � 1, alors p ne divise pas n [31, cor. 6.3]. De plus, n est

borneÂ par une fonction de d (voir, soit [31, cor. 6.3], soit [6, th. 6.1]). Alors,

d'apreÁs [6, rem. 5.4.2], cËa implique que, si pV n, la partie unipotente de ~A� est

tueÂ par multiplication par p, d'ouÁ le reÂsultat. r

Remarque. La proposition ci-dessus donne, par uniformisation rigide, une

autre demonstration de la proposition 3.8. Nous ne consideÂrons pas le probleÁme

d'explicitation de n0 � n0�d�. Dans cette direction, on peut appliquer [30], [31];

voir aussi [20], [21], ouÁ l'on consideÁre le cas des jacobiennes geÂneÂraliseÂes.
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